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Forme intégrale

@ Loi de Conservation Scalaire :
owu(x, t) + Oxf(u(x, 1)) =0, (x,t) € [a,b] x [0, T] (E)
ou u(x,t) estla solution et f(u) la fonction flux

@ Soit un volume de contréle T= [x1,X] avec Ax = Xo — Xy

/I(E) : (% Iu(x, t)dx = —(f(u(xz, 1)) — f(u(x, )))

@ Soitdeux instants 4 et th avec At=56 — 4

/ﬁty / u(x,b)dx = /IU(X’ t)dx — (/jr(u(xg,t)) dt — /f(U(Xht)) dt)

o Soit Ti(t) = 7y fiu(x,t)dx et Ty u(x) = 27 [ F(u(x, 1) dt

_ _ At /- _
Ui(t) = ti(t) — Ax (f[ﬁ,tz](XZ) = f[t1,t2](x1))

g =
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Approximation constante par morceaux
@ On partitionne le domaine d’étude [a, b] en mailles C; = [x,_%,x,-+%]
@ Soit 0=1f <ty <...ty =T une partition du domaine temporel
@ On introduit la solution approchée constante par morceaux up(x, t)
up(x, t) = uf, Si X €]Xi_1, X 1 et t € [t toa

—_— U(', tn)
— U//('j’//)

a
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Schéma Volumes Finis (VF)

@ Forme intégrale

_ _ At /-~ -
Ug,(th+1) = Uc,(tn) — 1 (f[tn,tn+1](xi+%) - f[tn,tm](x,;%))

@ Schéma numérique VF sur la maille C; entre les instants f, et t,1

7 =~ 3 (Fieg =~ Fcy)

! T Ax
n _ 1 %ivd . ,
o u' ~ TUg(th)= H/ u(x, t;) dx solution approchée
%o}
_ 1 tn+1
© Fiir = fit(Xiyy) = At/t f(u(xiy . 1)) dt flux numérique

Remarque

@ Le schéma VF est entierement déterminé par la définition des flux
numériques 7;, s
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Respect de la conservation

@ Considérons les conditions aux limites périodiques u(a, t) = u(b, t)

@ La forme intégrale de 'EDP sur le domaine [a, b] X [tn, t,11] S’écrit alors

b b
/ u(x, thyq)dt = / u(x, t;) dt
a a

@ Sommons le schéma VF sur toutes les mailles avec 7, = 7, 1

m
ZAXU;’H ZAXU —ZAt( iy — Fic 2),
1

m

ZAXU,-”*AI‘ (]-'m+% —F%> :ZAXUP

@ Le schéma est dit conservatif
Conservation : propriété fondamentale
@ Principes physiques (conservation de la masse, de I'énergie, .. .)

@ Perte de conservation = mauvaise localisation des discontinuités |
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Exemple de perte de conservation
Ou+0x($u?) =0, (x,1) € R xRF,

° 1, si x <0,
u(x,0) = 1—x, si xe][0,1],
0, si x> 1.

@ Forme non-conservative : ;u + udyu =0
@ Exemples d’approximations consistantes au sens des différences finis

Uf+1_uin+auin_uin—1io
At Ax ’
ul cas 1
avec les cas suivants u = ¢ uf cas 2

T(uly+ul) cas3

@ Seul le cas 3 donne un schéma conservatif

2 (g o) (] = ) = 3 ()% = @2 P)
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Exemple de perte de conservation

4 i
0.8 |- i
0.6 |- 1

exact solution

cas1 —e—

cas 2

cas 3
0.4 | B
0.2 - b

0
L L L

0 0.5 1 1.5 2
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Retour au schéma VF

At
1
o uf! = ul — 5 (Fiy ~7iy)

Remarque
tn+1
O]:H_% At‘/t f(Uh( ,+1,t))dt

@ up(-,t) estdiscontinue aux points Xip1

@ Comment définir les flux numériques 7, ; ?

Point de vue de S. Godunov [1959]

@ A chaque pas temps, chaque interface sépare deux états constants

@ On peut donc considérer a x i+ au temps t, le probleme de Riemann

8tU ' axf(u) = 07 (Xv t) ERx [tm +OO[’

u? Si X< X 1
U(X,tn)—{ i . I3

n
Uy, SioX > Xy
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Schéma de Godunov

X=Xy

t—t,

° W( uf u,+1> solution entropigue du probléme de Riemann

@ Le schéma de Godunov s’écrit :

u.”+1:1/XiW(X el ;uf! dx+—/ X Sl uf,uf )dx
J Ax At a0t At ORI
=2

\Mi g7 /3

n+1

V//

n I T, 1
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Schéma de Godunov

tn+1
@ Notons que Ait/ f(W(O;u,-",u,-"+1)> dt = f(W(O; uf, u,-’LH))
tn

@ On peut donc définir les flux numériques comme :
Fir1 = f(W(O; u{’7u,’-”'+1)>
@ Le schéma de Godunov se réécrit alors sous forme VF :

Ut = uf — o (F W05 f, ufhn)) = F V(0 0y, 0)) )

Condition CFL (Courant-Friedrichs-Lewy)

@ Pour que cette formulation reste correcte, les ondes issues des
problémes de Riemann aux interfaces ne doivent pas interagir

@ Cette condition s’exprime comme une contrainte sur le pas de temps

AX
At ——
"~ sup |a(u)|
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Remarques sur le schéma de Godunov

+ Structure compléte des problemes de Riemann

+ Préserve le principe du maximum (de positivité pour les systemes)

+ Schéma numérique entropique

— Codt tres élevé : résoudre analytiquement, a chaque pas de temps et
chaque interface un probleme de Riemann

— Peu adapté aux systémes (exemple : pour Euler en 1D, 3 types d’'ondes
pour 16 configurations possibles par probleme de Riemann)

— Solveur de Riemann approché

Solveur de Riemann approché

At

o (F(ul uly) = F(uly, o)

@ Lafonction (u—,ut) — F(u~,u") est généralement le flux f appliqué
a la solution d’'un probléme de Riemann simplifié (linéarisation de 'EDP,
approximation dans la structure des ondes, .. .)

o UMl =yn
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Exemple de solveur de Riemann approché

@ On peut ignorer la structure des différentes ondes, et tout mettre dans un
éventail suffisamment large, ici avec v >  sup |a(u)|
uel(u—,ut)

@ On integre d:u + 0xf(u) = 0 sur la 1ere moitié t +
1
1
1
1
1
1
1
1
1

7/‘//1'
%(u*fu*)JrAt(f*ff(u*)):O |

@ En notant que v At = £, on obtient At

ff=fu)—~W —u)

@ De la méme maniére, sur la 2eme moitié, on a

fr=fut)+~ U —u")
@ Le demi-somme de ces deux relations nous donne la définition de f*

flum) +f(u) o

s 2 2

(u" —u7)
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Flux numérique sous forme visqueuse

f(u™) + f(ut - ut
o F(u,ury= I WL ey
partie centrée partie dissipative

@ Pour v constant, la schéma VF se réécrit comme
U = U - At (f(uﬁ1) - f(uin—1)> YAtAX (Uir«'m —2u+ U/n—1>

2 Ax 2 Ax?
~ Oxf(u) ~ Oy U
@ y(u—,ut)= %); Lax-Friedrichs
@ y(u—,u") =sup(a(u)) Lax-Friedrichs global
u
@ y(u~,u") =max(|a(u7)|,|a(u™)|) LF local ou Rusanov
f(ut) — f(u) S
@ y(um,ut)= ‘ ut —u- stum#u Murman-Roe
la(u™)] si um =ut |
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Réinterprétation : schéma de type Godunov
@ Considérons le schéma VF suivant

At
u = = 1 (P = Fiey)

@ avec les flux numériques sont définis comme

2

5 5 (Ui+1 — U

= :f(u,f’)+f(u,’3r1) Vit ,op )

I+

o=

. At :
@ En ajoutant et enlevant Ax (u,-” (Viey +viss) + f(u,-”)), on obtient

At At Fioy — f(uf)
utt = (1_A(%_+’Y/+2)> + H%_;<UF+27,711)
=g
o At ( }—i+% _f(ul_”)) u;i%
Ax i Vit d
e}
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Réinterprétation : schéma de type Godunov

@ Le schéma volumes finis peut se réécrire alors

At At ; At -
u*t = uy (1 ~ 7y (i1 +’V/+%)) Ax Vi Uimg AL Vit Uiy

1

2
A Yi % _Af/\%
/. \

Lyt ; N
w uy

Y

Remarque

@ Sous la condition £L (v;_: 1 +73) <1, lasolution u estune
combinaison convexe des trois quantités uf, u” ., Uf 4
2 2

@ Sous cette condition (CFL), si uf',u” ,,u’ , € G avec G un ensemble
2 2

1

convexe d’admissibilité, alors ™' € G |
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Flux numérique consistant

@ Soit le schéma volumes finis sur la maille C; suivant

At
Uttt = uf - Ax (F(ul,uly) = F(uly, u)) (VF)

@ Le flux numérique est dit consistant ssi  F(u, u) = f(u)

Théoréme de Lax-Wendroff

@ On considére une suite de maillage uniforme (Axg)gen €t (Atg)qen de
R x R* telque lim Axg= lim At;=0
g— o0 gq— o0

@ On utilise un schéma volumes finis (VF) consistant, pour obtenir une

suite de solutions numériques constantes par morceaux (Up,q(X, z‘))qu

@ On suppose qu'il existe K > 0 tel que ||up q|L~®xr+) < K, Vg €N

@ On suppose qu'il existe une fonction u € L>(R x RT) tel que
qu ung(x,t) = u(x,t) presque partout dans R x R*

@ On suppose que F est lipschitzienne sur [-K, K]?

@ Alors u est une solution faible de (C) |



Remarque
@ Ce théoréme ne dit rien sur I'éventuelle convergence ou stabilité

Définition : schéma entropique

Un schéma VF est dit consistant avec I'inégalité d’entropie ssi

® V(n, 1) couple entropie-flux, 31 : R? - R appelé flux numérique
d’entropie vérifiant la propriété ¢ (u, u) = ¢ (u), Yu € R

eVicZetVneN,

U(Uf+1) S77(“1,1) - (’(/)(U u/+1) @( Ui_ 4, 4 ))

At
Ax

Théoréeme
@ Sous les méme hypotheses que dans le théoreme précédent

@ On suppose que le schéma est entropique, et que V entropie 7, le flux
numérique d’entropie associé ¢ est lipschitzien sur [-K, K]?

@ Alors u est I'unique solution faible entropique du probleme (C)

Francois Vilar (IMAG) Chapitre 4 : Schémas Volumes Finis 16/42



Propriétés et théorémes M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

Exemples de schémas entropiques

@ Le schéma de Godunov est entropique
@ Tous les schémas volumes finis caractérisés par un flux numérique

Pl = M) ) ey

sont entropiques, sous la condition que V(u—,u") € R?,

yum,ut) > sup fa(u)
uel(u—,ut)

where I(u~, ut) = [min(u~, u™), max(u—, u*)]

Stabilité non-linéaire et convergence
@ Que dire de la convergence de la solution numérique ?

@ Quel critere de stabilité dans le cas non-linéaire ?

@ Comment parler de convergence lorsqu’il N’y a pas unicité des solutions
faibles ? !
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@ Soit W I'ensemble de solutions faibles du probleme de Cauchy (C)

@ On introduit, pour un temps maximal T, la norme || - |||1,7 suivante

]
||v||1,7://|v(x,t)|dxdt
0 JR

@ Soit une séquence d’approximation numérique (U q)gen

@ On définit I'erreur globale comme la distance a I'espace W

dist(up,q, W) = ngzv ||tn,g — wll1,7

@ Le schéma sera dit convergent si dist(up g, W) — 0 quand g — oo

Variation totale

@ On appelle variation totale d’une fonction v € L'(R), la quantité

TV(v) = lim sup (1 /oo V(X +¢€) — v(x)| dx)

e—0 ¢ —6s
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Remarque

@ Dans le cas d’'une fonction v : R — R constante par morceaux, telle
que Vi € Z, v(x), =V, la variation totale peut alors s’écrire
1

TV(v) =) [Vier — v

i€Z

TV-stabilité

@ On considére la probléme de Cauchy (C) avec up(-) une fonction C’
par morceaux a support compact

@ On considére un schéma volumes finis du type (VF) avec F(,-) un flux
numérique consistant et lipschitzien par rapport a ses deux arguments

@ Le schéma sera dit T V-stable sur [0, T] ssi Afy > 0 and K > 0 tel que
TV (up(-, nAt)) < K,

VneN et At < Aty avec nAt< T
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Théoréme : convergence

@ Sous les hypothéses précédentes, si le schéma est TV-stable sur [0, T]
@ Alors la séquence d’approximation numérique converge

lim dist(up,q, W) — 0
qg— 0

Remarque

@ Si, de plus, le schéma est entropique, la solution numérique converge
vers I'unique solution faible entropique

Méthode a variation totale décroissante (TVD)

@ Un moyen plus simple de s’assurer de la TV-stabilité d’'un schéma est de
regarder s'il est a variation totale décroissante (TVD), c’est a dire

TV(Uh(~, b1 )) < TV(Uh(°, tn)), VneN

Remarque

@ Celaimpligue que VneN, TV(up(-,t,)) < TV (upn(:,0))
@ Le schéma est TV-stable car uy est a support compact
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@ Soit un schéma volumes finis définit par un flux numérique de la forme

f(uf) + f(uly) Vi

‘Fi+ = 2 - 2E (uirzH_uin)

nl=

@ Ce schéma sera TVD si

fup) = fun| - Ax
uf, —uf =it} = At

@ Par soucis de concision, posons A1 = Al Vit}

@ On va réutiliser le schéma écrit sous forme de combinaison convexe

n+1 _ . n
Ut =0t (1= Ay — Agg) H A u;“_% + Ay u;“+%
. — n n n
° U _ U":F ‘FI:I:% f(U,) _ U,' = U,':H 1
Vit} 2

q !
it5 !

7oy (R )

V.
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Stabilité non-linéaire et convergence M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

n n n n n n
o Ut . — Ui + Uiy 1 fluly) —f(u?) ) (uly —uf)
i+l = 2 + ] n _ ;N 2
z Vit 3 Uipy = 4;
Ci:l:%
1
n __ n n
O UL U =3 (1 T Cii;) (Ufyy — uf)

i+1 i i
* n * n
+Aisg (upr% = u,+1) — Ay (UF% = u,.)

1 1
O UR —urt = (1= Ay y) (uly — uf)
A

3 A1
+ 754 (1= Ciay) (Ufho — ) + 52 (14 Gy ) (07 — u)

o yttl ¢yt —(1— Miip) (ufy —up)

=g
@ Afin de s’assurer que Vi € Z, |C,-+%| <1, on fait I'hypothése suivante

RPNy (COELCAP

— n n
Vit i Uit — Ui
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@ On considere également que Vie Z, )\,-+% <1 — At<—
n-+1 n+1
° |U:+1 |<(1- /+‘)|u/+1 U/n|
by

3 (1—C- 3>|u-” —uf |+)V;%<1+C- 1>}uf’—u-”
2 i+3 i+2 i+1 2 i—3 i i—1

lo
1 1
° Z Uit = ut <Y (1 = Ay luf — )
i

+

i=—1y i=—iy
i X3 b \
i+3 i1
+,Z > (1 _C/+%)|Ui’3r2_uﬁ1|+lz 5 (14—Cr,%)|u{’—u;’_1
i=—1Iy —

° Aprés changement d’indices on obtient

Zw,”ﬁ "+1|<Z(1— 1) |ufy — uf|
i

I_—Io ——Io
io+1 io—1 )\+1
n n I+3 n n
- Z ( _C"+%>|”"+1_“f|+ Z 2 <1+Ci+%)|ui+1_ui}
f=—ip+1 f=—lp—1
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o A3
1 1 ot3
° Z|U,T1 ul| < ZIU/"+1—U/"|+TZ(1—Cio+g>|uﬂ+z—uﬂ+1|
I

I——I() ':—I'o

5 (1 Coimy) [0y

—o

2bth (G ) U ey -
2 —lo+3 —h+1 7 —lo

A+
— 2 (14 Copy ) | — g |
@ Sous I'nypothése d’une donnée intiale a support compact, on a que :

lim u=0, Vne N

i—+o0
@ Par conséquent, en prenant la limite quand ip — +oo

1 1
Dolufi ot < july - uf

i€Z i€Z
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Stabilité non-linéaire et convergence M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

@ Soit un schéma volumes finis définit par un flux numérique de la forme

f(u?) + f(ulq) iy

2 n

‘7:i+% = 2 2 (ui+1 o uln)

@ Ce schéma assurera un PMD, et sera donc L., stable, si

fluly) — f(u] )<7 1<1Ax
uly—uf T e T2 A

@ On va réutiliser le schéma écrit sous forme de type Godunov
n+1 _ ,.n * *

avec u* , les états intermédiaires des solveurs de Riemann

:|:1
@ u™' s’exprime comme une combinaison convexe de u?, ur, etur, s
2 2

1=,

fi=

12—)\,-+%ZO
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i+} 2 2794y u,’ZH = u,” S
o U, = uf 1, 1 f(UI?)—f(nUP)
2 2 27y Uk Y

1 1 f(uly) —f(u))

+ u/i1 n
i1 — U

@ On voit donc que u?, , estune combinaison convexe de u et uf; si
2

1 fuly) — f(u7)

-1 <
— n n
Vil Upr = 4;

<A1

= min(u], ul,;) < Ui*j:% < max(uf', uly)

o Les états intermédiaires sont bornés par les valeurs gauche et droite
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Stabilité non-linéaire et convergence M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

o Si Viez, At< L BX
Vit

alors 1—-X_5—X

@ Sous ces condition, u”*! s’exprime comme une combinaison convexe

@ On peut enfin conclure qu’un principe du maximum discret est assuré si

f(u;’+1)_f(ul.”) 1 Ax ,
T2 T < A < - — A 7
‘ UP+1 uf _7'+%_2 t’ re

Remarque

@ Le caractere TVD et la stabilité L., requierent les méme conditions
simplement avec un CFL deux fois plus petite pour la stabilité

@ On voit aussi que |a stabilité L., implique le caractére TVD de la méthode
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Stabilité non-linéaire et convergence M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

Exemples de schémas TVD

I A
@ Lax-Friedrichs : ;.1 = ox

un . —uyn
< TVD sous la condition CFL Vi€ Z, At< ‘ Al Ax

f(ul'4) — f(ul)

1 Ax

— Pas de stabilité L car ;.1 > 3 Af

o Lax-Friedrichs global : v, ; = sup |a(u)|
u

AX

— TVD sous la conditon CFL VieZ, At< —F——
sup ]a(u)\
u

1 AXx

— Stable L, sous la condition CFL Vi€ Z, At< - ———
2 sup|a(u)|
u
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Stabilité non-linéaire et convergence M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

Exemples de schémas TVD

IO Y
i i+1

® Murman-Roe : ;.1 = uty —up
n i —
la(ul)| si u =up 4

un ., —uyn
< TVD sous la condition CFL Vi€ Z, At < ‘n“n
f(ui+1) — f(u)

un . —yn
< Stable L., sous la condition Vi€ Z, At< L 2 e
2 | F(up.,) — F(up)

)

AX

Remarque
f(u? ) — f(u? _ N
® 'W‘ = a(u) avec U € [min(uf,uf ), max(uf, uf,4)]
i+1 i

@ Les trois schémas précédents sont TVD sous une méme condition CFL
Ax

Viez, At<-—28
SLlllp‘a(U)’

-
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Stabilité non-linéaire et convergence M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

Qu’en est-il de Lax-Friedrichs local (Rusanov) ?

® Rusanov: 7;,; = max (|a(u,”)|, |a(u,-’3r1)’)
Ax

— Condition CFL pour étre TVD VieZ, At< —F——o
max |a(uf)|
I

" n 1 A
— Condition CFL pour étre stable L., VieZ, At< = 7)(
2 max ]a ]

F(ufyq) — F(u7)

n n
ul+1 ui

@ Cependant, qu’en est-il de la condition Vigy 2 ‘ ?

@ Sileflux f(-) estconvexe ou concave, le schéma sera TVD ou stable L,

@ Dans le cas général, le schéma de Rusanov ne sera ni TVD ni stable L

Remarque
@ On peut récupérer toutes les bonnes propriétés en posant

|

Yy = sup  |a(u)]

uel(uf,uf )
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Résultats numériques M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

Burgers : collision entre un choc et une détente

O+ 0x(312) =0, (x,f) €RxRT,
° 0, si x <0.3,
u(x,0) =< —1, si x€]0.3,0.7],
3. six>07.

@ Jusqu’a t = 0.8, la solution consiste en une onde de choc a gauche se
propageant a la vitesse S = —%, et une onde de détente a droite

@ At = 0.8, l'éventail de la détente rencontre le choc
@ Ces deux ondes forment un nouveau choc définit par

xs(t) =0.7 =081

@ A linstant final t = 3.2, le choc se situe au point x = —0.9 et les valeurs
gauche et droite valent respectivement 0 et }

Schéma numérique

@ Schéma volumes finis avec solveur de Rusanov
@ Sur 500 mailles uniforme pour le domaine [—1.2, 1]

T T — e —
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Résultats numériques M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

Burgers : collision entre un choc et une détente

0.6 T -
solution exacte
solution numerique —e—

0.4 - B

-02 ,

04 | i

-0.6 B

-0.8 - 1
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Résultats numériques M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

Burgers : collision entre un choc et une détente

0.3 T
solution exacte
Rusanov —e—
Lax-Friedrichs global
0.2 Lax-Friedrichs .
Murman-Roe
0.1 - /
0 s
0.1 |- g
-0.2 |- 1
-0.3 - | 1
\
0.4 | g
\
3
05 L L L
=l -0.5 0 0.5 1
Figure : Comparaison entre différents types de flux numériques

= =
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Résultats numériques M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

by ~

Buckley : probleme a flux non-convexe
O+ Oxf(u) =0, (x,t) €R xRT,

° 1, si xe]-1,0][

s ) = { 0, sinon.

o 4u?
@ Le flux non-convexe est défini par f(u) = m

v
Yo

Schéma numérique

@ Schéma volumes finis avec différents types de solveur

@ Avec 200 mailles uniforme pour le domaine [—1, 1]
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ues M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

Buckley : probleme a flux non-convexe

1.2
‘ solution exacte
Lax-Friedrichs global —e—
Lax-Friedrichs
Murman-Roe
1 Rusanov \ b
Y
\
0.8 X g
™,
0.6 - i

ol CN
02| | ?| i

0 oo
_02 L L L L L L L L
=il -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figure : Comparaison entre différents types de flux n

umériques

= =

Frangois Vilar (IMAG) Chapitre 4 : Schémas Volumes Finis 35/42



ues M1 MANu : HAX703X Analyse Nu

-convexe
solﬂtion exact‘e —
100 mailles ——
1F 200 mailles
400 mailles
800 mailles
1600 mailles ——
16000 mailles ——
0.8 -
06 -
04 |-
0.2 |-
0
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Figure : Convergence du schéma Lax-Friedrichs global
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Extension multi-dimensionnelle M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

Conservation multidimensionnelle

@ dwu(x,t)+V.F(u(x,t) =0

o To(t) = %| /Qu(x, fyav

_ _ 1 thid
@ Uq(tht1) = Ua(th) — a /m F(u(x,t)).NdS

Schéma Volumes Finis

@ Partition du domaine Q = J, Q¢
@ V. ensemble des voisins de Q.

@ L., N., longueur et normale de Q.

At
° U =i qay 2 Lar (UG, U, Noy)
© VEVC
F F
o Fluv,N) =\ (u); (V))_N_'Y(UzvV)(v—U)
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Extension multi-dimensionnelle M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

(a) Solution exacte (b) Solution numérique

Figure : Comparaison entre solution numeérique et solution exacte aprés une
période sur un maillage constitué de 1600 mailles polygonales
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Ordre de convergence et conclusion M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

Ordre d’approximation

@ Ordre d’approximation ~ vitesse de convergence vers la solution exacte

@ On considere que le probleme admet une solution réguliere u(x,t)

@ Soit up(x, t) la solution numérique obtenu avec Ax et At

@ Le schéma sera dit d’'ordre p en espace et g en temps si, a I'instant t
enxat = [[U( 1) = up(-, )| = O(AXP + At9)

@ On appelle ordre global de la méthode « = min(p, q)

Remarques
@ Tous les schémas VF présentés sont d’ordre 1

@ Dans le cas ou Ax ~ At, on peut vérifier numéricalement I'ordre de
convergence de la méthode en faisant

o 1 In ( EAx,At )
In(2) EAX\2,A1\2
@ Si la solution exacte est discontinue, o < 1 {
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Ordre de convergence et conclusion M1 MANu : HAX703X Analyse Nui

vection linéaire avec up(x) = sin

T T

4 solution exacte
100 mailles

100 mailles
200 mailles
400 mailles
800 mailles

0.5

-0.5

! ! ! !
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figure : Convergence du schéma VF upwind apres une période

= = = R
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Ordre de convergence et conclusion M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

L L [ [ |

h Ef ar, EL, ar,

=5 || 1.20E+0 [ 0.936 || 1.34E+0 | 0.936
o5 || 6.31E-1 | 0.968 || 7.00E-1 | 0.968
g || 3.22E-1 | 0.984 | 3.58E-1 | 0.984
2o || 1.63E-1 [ 0.992 || 1.81E-1 | 0.992
a5 || 8.20E-2 - 9.10E-2 -

Table: Taux de convergence pour le cas de 'advection linéaire apres une période
Remarques générales sur les schémas VF d’ordre 1

+ Tres simple a mettre en place

+ Théorie bien connue avec une vaste littérature sur le sujet

+ Schémas tres robustes (TVD, entropiques, ...)

+ Tres peu colteux en ressources informatiques

— Trés peu précis - trop grande diffusion numérique
— Nécessite beaucoup de mailles pour atteindre une précision acceptable
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Ordre de convergence et conclusion M1 MANu : HAX703X Analyse Numérique 1

Comparaison entre des schémas VF d’ordre 1 et d’ordre 2

T T
solution exacte
ordre 1 —e—

1 S+ ~ ordre 2 7

0.8 |- |

06| ”

. Iﬁ f
0 U I

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Figure : Advection d’un signal composite aprés une période avec 200 mailles
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