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a Introduction aux EDP

e Résolution analytique des LCS

a Schémas volumes finis appliquées au LCS
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© Phénomene de Gibbs et oscillations parasites

e Correction a posteriori de sous-mailles
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Extension aux ordres élevés

@ Extension aux ordres élevés
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Introduction

@ Schéma VF d’ordre 1 : approximation constante par morceaux
@ La diffusion numérique provient des sauts uf, ; — u dans F(uf, uf' ;)

— Recontruction linéaire par morceaux de la solution
— U(', tn)
— uh(': tn)

T;_1 xiJr% b= mer%
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Définitions

@ Surlamaille Cj = [x;_y, X;, ;] et au temps t,, la solution numérique s’écrit

Uh(X,tn)\c, = U;{n(x)’
= u'+(x—x)ou’

°x=1 (Xi_y +X;.3) estle point milieu de la maille C;
@ ui estlavaleur moyenne sur la maille C; tel que

1 .
Ax ~/C/ u"(x)dx = uf

@ Jou estla pente de la solution sur la maille C;

Comment calculer u et ouj ?

@ u sera calculé par un schéma VF comme précédemment
@ Ju sera calculé comme une approximation de dxu), par une approche
moindres carrés
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Extension aux ordres élevés Méthode volumes finis d'ordre 2

Construction de la pente

@ On va contruire la pente éu;’ a partir des valeurs moyennes u;

@ La reconstruction u};” étant conservative, on a bien que

Ax / "(x)dx = uf

@ Afin de préserver les champs linéaires, on va imposer les conditions

1 / in 1 / in
ut . = u"(x)dx et u', = uy"(x)dx
i—1 AXj_+ o h ( ) i+1 AX,'+1 Cins h
= u"(Xi-1) = u"(Xip1)

@ On cherche donc la droite qui passe le mieux par les trois points
(Xi—17 uin_1 )s (Xla ) et (XI+1 ) u1+1)
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Extension aux ordres élevés Méthode volumes finis d'ordre 2

Moindres carrés

@ On va minimiser la fonction colt L(du]") suivante

Loun) = §((Uh"0am0) = u4)® + (U Ce) — Uhe)?)

@ On calcule sa dérivée
L@ul) = (X1 —x) (U] — Uy + 06U (Xip1 — X3))
= (%= Xi1) (uf — Uy = ou (X; — Xi—1))

@ Enrésolvant L'(6u) =0, on obtient éu/ tel que

(Ul y — u) (X — i) + (U — U 4) (Xi — Xi—1)

2 2
= 1§ ((uln - UI(L1 - 6Uln (Xi - X,',1)) + (U — UIIZH == 5U,n (X,‘+1 = X,')) )

o

Sum =
: (Xit1 — Xi)2 + (Xi — Xi—1)?
Remarque
@ Dans le cas d’'un maillage uniforme, du se réécrit
n n
Sul — Uip1 — Uiy
! 2 Ax
Aot 2019 4/29
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Schéma volumes finis d’ordre 2

: - __ 0n + i+l
@ Soit Uy = Uy (Xip1) et Uy = Uy (

Xi+%)

@ On calcule les nouvelles valeurs moyennes "

Un+1 _4n At

== e Py = Ficy)

2

Z;_1
=y

@ A noter qu'ici, les flux numériques sont des fonctions des états interpolés

Fios :*F(U,-__%au,t%) et Jig :‘7:(‘-’,-_E

Remarque

@ Ce schéma sera bien d’ordre 2 en espace mais seulement 1 en temps

@ Pour avoir une discrétisation globalement d’ordre 2, une intégration
temporelle plus précise est requise
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Extension aux ordres élevés Rappels sur les EDO

Méthodes numériques pour les EDOs

du(t)
o = Lt u()

@ En intégrant simplement entre les instants t, et t,.1, on obtient

@ Soit I'équation différentielle

tr1

U(the1) = u(ty) + L(t u(t))dt
th

@ On peut alors construire toute une famille de schéma en approchant par

formule de quadrature 'intégrale f’"*‘ ,u(t))dt
Exemples
o Rectangle a gauche : up1 = up + At L(t,, Uy) Euler explicite
@ Rectangle a droite : un+1 = Up+ At L(ty + At, Upst) Euler implicite

o Trapéze : Upy1 = Un+ — (ﬁ(t,,, Un) + L(th + At, Uni )) Crank-Nickolson

@ Point milieu : upi 1 = up + At L(E + %, u,,+%) Prédicteur-Correcteur
At
Upyy = Un+ 5 L(tn, un)

v
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Formule de quadrature a g points : Runge-Kutta (RK)

d C1 | an a
Q@ Upi1 = Up+ At Z b/' ﬁ(tn’/’, Un’/') . .q
j=1 : :
q
@ Upj = Up+ At Z ajiﬁ(tn,/, un,i) ‘ by ... bg
i=1
@ Inj=1th+ G AL Table: Tableau de Runge-Kutta

@ Si A = (aj); esttriangulaire strict. inférieure — méthode explicite
@ Si A = (aj); esttriangulaire inférieure = méthode semi-explicite
o Dans le cas général, la méthode est implicite

Exemples de schémas Runge-Kutta

@ Up1 = Un+ AtL(th, Up) Runge-Kutta 2
Un+1 = % Un aF % (Un’1 aF Atﬁ(tn aF At, Un,1 ))

© Unt = U+ At L{tn, Un) Runge-Kutta 3
Unz = 2 Un+ 3 (Un1 + ALL(t + AL, Un1))
Unit = 3 Un + 2 (Unz + ALL(t + &L, Un2))

4
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Extension aux ordres élevés Schéma volumes finis d'ordre 2

Schéma VF d’ordre 2 avec prédicteur-correcteur

Etape 1 Reconstruction des pentes dul’ a partir des valeurs moyennes u/
Etape 2 Calcul des valeurs interpolées aux interfaces

AX;
n + _ ..n i+1 n
Uy = Ui 5 oU; et Uipy = Uimr = =5 Ol

Etape 3 Prédiction des valeurs moyennes au temps t ey Par le schéma

n+l_ n At _ + A
i 2—u,—m(}'(ui+l,u,+§) Fu_ ;,U,_l))

2

u

n+3

Etape 4 Reconstruction des pentes ou; i a partir des valeurs u;

Etape 5 Calcul des valeurs interpolées aux interfaces
i AXi

_ o BXig ntd — n+3
wp = Ut ou; et ul+17u,+1 i Y7

u

Etape 6 Calcul des valeurs moyennes au temps t,.1 par le schéma
n+y  oney At = e - +
N ]-'(ul.+%,ui+%)—]-'(UF%,UF%)
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a volumes finis d

1.2
solution exacte'
ordre 1 —e—
VF ordre 2
1k i
0.8 - i
0.6 |- 1
04 - B
0.2 | b
0
02 L L L L L L L L L
0 0.1 0.8 0.9 1

4
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Extension aux ordres élevés Introduction aux schémas Galerkin discontinu

. s

Extension aux ordres élevés
@ Schéma d’ordre 1 : approximation constante par morceaux
@ Schéma d’ordre 2 : approximation linéaire par morceaux
@ Schéma d’ordre p € N : approximation polynomiale par morceaux

7 4

Méthodes d’ordre élevé
@ Méthodes Volumes Finis d’ordre élevé (par moindres carrés)
@ Méthodes (W)ENO pour (Weighted) Essentially Non-Oscillatory
@ Méthodes Eléments finis
@ Méthodes Galerkin discontinu

Géneése des méthodes Galerkin discontinu (GD)
@ Introduites par W. Reed et T. Hill en 1973 pour le transport de neutrons
@ Développement majeur par B. Cockburn et C.-W. Shu dans les années 90
@ Une des méthodes les plus utilisées pour la simulation numérique
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Avantages des méthodes GD

@ Arbitrairement précise

@ Extrémement locales (chaque cellule ne voit que ses voisins)
@ Adaptées aux adaptations en maillage et précision (adaptation-hp)
@ Trés bonnes propriétés (stabilité Lo, super-convergence, . ..)

Formulation variationnelle

@ On considere toujours I'équation 0;u + dxf(u) =0

@ Vope C1(C,') avec Cj = [X-7%7Xi+%],

/c- (8tu+ 8Xf(u)> pdx =0

— /C,- drupdx — /C,- f(u) Oxp dx + [f(u) qsr"*

X,
i—

ol I

@ La dérivée 0y est a présent portée par ¢

@ Cette derniére équation un sens dés que u(-,t) € L5 (R), Vi € Rt
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Méthode Galerkin discontinu : mise en oeuvre

@ On considére une solution approchée up, = uj, € PX(C;) polynomiale
par morceaux telle que

k+1

= (1) og(x)
g=1

° (ug)q : les moments polynomiaux de la solution a calculer
@ (0g)q : Une base de PX(C))
— par exemple : polynémes de Lagrange
polynébmes de Legendre
polynémes de Taylor
@ On restreint 'espace des fonctions test a P¥(C;)

@ Comme pour les VF, on introduit une fonction flux numérique 7
@ La solution approchée sera alors I'unique fonction ul, € PX(C;) telle que

/Clau’%)dx /fuh dx+[f¢}’*

X,
=

=0, V¢e PKGC)

,\,\_. ol
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Extension aux ordres élevés Introduction aux schémas Galerkin discontinu

Méthode Galerkin discontinu : mise en oeuvre

@ Pour résoudre ce systeme, prenons ¢ parmi les fonctions de base

k+1 i
dU ivdo Xi
Z m /Cjaqopdx—/Cif(Uk)prdX—ﬁ-[]:Up] ’

X;

i—

=0, Vpe[l,k+1]

o D=

@ On appelle M; = (fc_ Op0q dx) la matrice de masse
i Pq
@ Cette matrice est symétrique définie positive, donc inversible
@ Enintroduisant le vecteur o = (co1(X), ..., ok41 (x))t, le schéma se réécrit

du;

_ i\do _ _
=5 = M (/c f(up) de—f(“i%’”ii;)”(xi%) +]-'(ul._12,u;“_;)a(x,;)>

o ui(t)y=(u,..., u,"(Jr1 ) est le vecteur contenant les inconnues a calculer
@ Les valeurs interpolées aux interfaces sont définies par
k+1
Ul:t% = U;T /:I:1 t) Zuq(t)aq i1 1)
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Méthode Galerkin discontinu

o Leterme [, f(u;', G dx est appelé terme intérieur

@ Leterme [J—‘a] 21 est appelé terme de bord
2
@ De maniére analogue aux méthodes volumes finis, on pourra prendre

f(u*)+f(u+) (U, u*)(

F(u,ut) =

Remarque

@ A noter que le choix du flux numérique sera beaucoup moins crucial vis &
vis de la précision que ce n’est la cas pour les méthodes VF

ut—u)

Discrétisation temporelle
@ On utilise généralement des méthodes Runge-Kutta explicites
@ Dans ce cas, la condition CFL devient bien plus restrictive

— Si f(u) = cu, pour une méthode RK-DG d’ordre k + 1

1 AX
At< L BX
' 2k 1 ¢
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1.2
solution exacte’
ordre 2 —e—
GD ordre 2
1k i
0.8 - i
0.6 |- 1
04 - B
0.2 | b
0
02 L L L L L L L L L
0 0.1 0.8 0.9 1

Francois Vilar (IMAG) [EMA] Chap1 : Résolution des LCS Aolt 2019




solution exacte’
ordre 2 —e—
GD ordre 3
1L GD ordre 8 i
0.8 |- B
0.6 |- 1
0.4 | B
0.2 | B
0
02 L L L L L L
0 0.1 0.8 0.9

4

Francois Vilar (IMAG)

[EMA] Chap1 : Résolution des LCS

Aolit 2019

16/29



Burgers :

0.6

T
solution exacte
GD ordre 8 —e—

04 |- g

02 - i

-0.2 |- 1

-0.6 - 1

-08 ,

= -0.5 0 0.5
S
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Extension aux ol eves Introduction aux schémas Galerki

me d’Euler be a choc de Sod

solution exacte’
GD ordre 3 —e—

1 4
0.8 |- i
0.6 - B
04 |- 1
0.2 - i

L L L L L L L L L
0 0.1 .2 0.3 4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
(=)er)(+]

W
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Figure : Comparaison entre solution numérique et solution exacte apres une
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période sur un maillage constitué de 3860 mailles triangulaires
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Extension aux ordres élevés Introduction aux schémas Galerkin discontinu

0 0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

(a) Solution exacte (b) Solution d’ordre 3

Figure : Comparaison entre solution numérique et solution exacte apres une
période sur un maillage constitué de 1600 mailles polygonales
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Extension aux ordres élevés Introduction aux schémas Galerkin discontinu

Taux de convergence

| L Lo Lo
N EL, qL, EL, aL, EL. qL..
100 1.76E-3 | 3.12 || 2.27E-3 | 3.10 || 1.14E-2 | 2.92
400 2.06E-4 | 3.06 2.65-4 | 3.05 || 1.51E-3 | 3.08
1600 2.44E-5 | 2.97 || 3.19E-5 | 2.97 || 1.79E-4 | 2.96
6400 || 3.12E-6 | 3.00 || 4.07E-6 | 3.00 || 2.30E-5 | 2.93
25600 || 3.91E-7 - 5.09E-7 - 3.02E-6 -

Table: Taux de convergence pour I'ordre 3
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Extension aux ordres élevés Introduction aux schémas Galerkin discontinu

mique des gaz lagrangienne

E 50

E 40

[

F 120

(a) Champ de pression (b) Profile de densité

Figure : Solution pour un probléme de Sedov sur un maille Cartésien 30 x 30
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Extension aux ordres élevés Introduction aux schémas Galerkin discontinu

mique des gaz lagrangienne

E 50

E 40

E 30

F 120

(a) Champ de pression (b) Profile de densité

Figure : Solution pour un probléme de Sedov sur un maille Cartésien 30 x 30
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0.1 0.: X . — — -03 -02 0.1 0 0.1 0
(a) Ordre 3 (b) Solution exacte

Figure : Solutions pour un probléme de Gresho, avec un maillage polaire
20 x 18




0.1 0.: . . — — -03 -0.2 0.1 0 0.1 0
(a) Ordre 3 (b) Solution exacte

Figure : Solutions pour un probléme de Gresho, avec un maillage polaire
20 x 18




Extension aux ordres élevés Introduction aux schémas Galerkin discontinu

Précision et temps de calcul pour I'advection linéaire

DOF| m E] E temps (sec)
600 600 1.47E-1 | 1.64E-1 8
1200 | 1200 || 7.85E-2 | 8.72E-2 30

Table: Schéma d’ordre 1

DOF| m Ef Ef temps (sec)
600 | 300 || 2.37E-5 | 2.82E-5 10
1200 | 600 || 5.68E-6 | 6.95E-6 47

Table: Schéma d’ordre 2

DOF| m El El temps (sec)
600 | 200 || 8.91E-8 | 1.33E-7 12
1200 | 400 || 1.11E-8 | 1.67E-8 45

Table: Schéma d’ordre 3
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Extension aux ordres élevés Introduction aux schémas Galerkin discontinu

Comparaison ordre bas et ordre élevé

2 " exact solution
9th order DG - 20 cells —e—
1st order FV - 180 cells
1 L AI..A DGcell boundaries = |
i
0.8 |- i
0.6 |- 1
0.4 | B
0.2 |- 1
0 |J 1
0.2 ! .
-1 -0.5 0 0.5 1
Figure : Advection linéaire d’'un signal composite apres 4 périodes

v
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Extension aux ordres élevés Introduction aux schémas Galerkin discontinu

Oscillations parasites : phénoménes de Gibbs

@ Les schémas d’ordre élevé produisent des oscillations dans le voisinage
de discontinuités

@ Cela peut amener a des instabilités non-linéaires, a une solution
non-admissible et au crash du code

GD : schémas entropiques ?

@ Pour les LCS, G.-S. Jiang et C.-W. Shu ont démontré la caractere
entropique des schémas GD

[3 G.-S. JIANG AND C.-W. SHU. On cell entropy inequality for
discontinuous galerkin method for a scalar hyperbolic equation.
Mathematics of Computation, 1994.

@ Cependant, toutes les intégrales doivent étre calculées de fagon exacte
@ Mais comment calculer le terme intérieur [, f(u}) $Z dx si la fonction
flux f(-) est une fonction trés complexe ?
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Quadrature et collocation du flux

@ Quadrature : Afin de préserver I'ordre de la méthode, une formule de
quadrature exacte au moins pour les polyndmes P2 doit étre utilisée

@ Collocation : On approche f(uj) par f; € PX. Pour cela, on introduit
k +1 points (x;), dans la maille C; et on définit f; comme
k+1

fi(x,t) = Z f(up(xg, 1)) Lg(x)
q=1

Conséquences

@ Perte du caractére entropique des schémas
@ Phénomeéne d’aliasing pouvant mener a de fortes instabilités

. o

Exemple de quadrature des termes intérieurs
O+ Oxf(u) =0, (x,t) eR xRT,
442

°Y uxo={ 1 sixel-30 ou )= A —up
’ 0, sinon

@ On utilise une formule de quadrature d’ordre 2k
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Extension aux ordres élevés Introduction aux schémas Galerkin discontinu

Probléme de Buckley avec les schémas

12 T T T T T T T T 20 T T T T T T T T
referential solution referential solution
40 cells —s— 9th order DG
. 80 cells 7th order DG
1 b B 160 cells 4 15t 5th order DG E
320 cells 3rd order DG
08 |- 7 10 T
06 |- < 1 s5F 1
 SAELS -
04 4 o 2 =~ %’7‘ iy %
i
02 1 5 - f‘ T
0 . 10 - [ 1
[N 1Y 2
¢
0.2 - T A 15 T
e s
a0 o a n o a - N U A
-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 08 1 -1 0.8 -0.6 -0.4 -0.2 o 0.2 0.4 06 08 1
(a) Comportement non-entropique pour GD3 (b) Phénomeéne d’aliasing
Figure : Solution numérique pour le probleme de Buckley
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Phénomeéne de Gibbs et oscillations parasites

© Phénomene de Gibbs et oscillations parasites
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Correction a poste i de sous-mailles

Charger la suite
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